BRI Multiple Regression %

Voraussetzung und verwandte Themen

Fur diese Beschreibungen sind Grundlagen der Statistik vorteilhaft. WeiterfUhrende und
verwandte Themen sind:

Versuchsplanung.pdf

Mess-System-Analyse.pdf

PLS.pdf
Varianzinflationsfaktor.pdf

Visual XSel Automatische Regression.pdf

DiskreteReqgression.pdf

Einfihrung

Bei einer Regression wird ein Zusammenhang zwischen Einflussparameter(n) zu eine
Zielgrol3e hergestellt. Bei einem Parameter x verwendet man hierfur eine Ausgleichs-
gerade E § = bG+a. Eine multiple Regression erweitert die Zusammenhange auf
mehrere Einflussparameter. Die Bestimmung der Grél3e der Einfliisse erfolgt Uber die
Methode der kleinsten Fehlerquadrate.

Die multiple Regression ist die Standardmethode zum Auswerten von Versuchsplanen
(DoE), aber auch fur allgmeine Datenauswertungen.

Ziel und Nutzen

Das Ziel ist die Ermittlung der Koeffizienten (Wirkstarken) und mdoglicher Wechselwir-
kungen. Mit der dann gewonnenen Modellgleichung kénnen Vorhersagen und Optimie-
rungen vorgenommen werden.

Grundlagen

Soll beispielsweise der Verbrauch eines Fahrzeuges (Zielgré3e) in Abhangigkeit der
Einflussgrofien Gewicht, Motorleistung und Luftwiderstand bestimmt werden, so wird
zunachst folgender vereinfachter Ansatz gemacht:

[ Beispiel Kraftstoffverbrauch:
X3 = Luftwiderstand
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_____________ X, = Leistung
- X, = Gewicht
e “ y = Verbrauch

Die Koeffizienten b stellen die Gewichtungen und somit die Einflussstarken dar. Sie
werden Uber die Methode der kleinsten Fehlerquadrate bestimmt.


http://www.versuchsmethoden.de/Versuchsplanung.pdf
http://www.versuchsmethoden.de/Versuchsplanung.pdf
http://www.versuchsmethoden.de/Mess-System-Analyse.pdf
http://www.versuchsmethoden.de/Mess-System-Analyse.pdf
http://www.versuchsmethoden.de/PLS.pdf
http://www.versuchsmethoden.de/PLS.pdf
http://www.versuchsmethoden.de/Varianzinflationsfaktor.pdf
http://www.versuchsmethoden.de/Varianzinflationsfaktor.pdf
http://www.versuchsmethoden.de/Visual_XSel_Automatische_Regression.pdf
http://www.versuchsmethoden.de/Visual_XSel_Automatische_Regression.pdf
http://www.versuchsmethoden.de/DiskreteRegression.pdf
http://www.versuchsmethoden.de/DiskreteRegression.pdf
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Weiterhin kann das Modell um quadratische Ansatze erweitert werden, um nichtlineare
Zusammenhange zu beschreiben (bekanntlich nimmt der Luftwiderstand im Quadrat
zu):

quadratischer
Term fur Gewicht

Gibt es Wechselwirkungen, so ist das Modell um die Produkte der Einfliisse zu
erweitern:

E=b0+b16(1 +b, &, + b, %,

(der Verbrauch steigt bei gleichzeitiger Veranderung von Gewicht und Leistung
Uberproportional mehr, als die einzelnen Einflisse fur sich).

In Matrizenform schreibt man die Modellgleichung:
= Xb
Hinweis: 1. Spalte in X steht fur konstanten Anteil zur Bestimmung von bo

Der gesuchte Vektor b mit den Koeffizienten bestimmt tiber die Matrizen-Operation:

b =(X"X)" X"y

Beispiel zum Nachrechnen: _
Versuchsplan:  Ergebnisse Y

Es liegt ein Modell mit einer

Wechselwirkung vor: v, -1 -1 3
_ vV, 1 -1 5
E_Q)+bl)<fl+bzxz+bl2x1x2 V3 -1 1 7

Die einzelnen Schritte der Gleichung Ve 101 11
A S . : , vV, 0 O 6

b =\X"X]) X'y ergeben sich wie folgt:

el X, Xn 9
é u
21 v XS
X6 EX Xmit X=2 %z 223 z+1 Spalten und n Zeilen
é. U
el X, - Xu(

Die jeweiligen Zellen berechnen sich nacheinander entsprechend mit:
: (M
1 —_ o~ T
X;i=aA X Xjx (erster Index = Spalte , zweiter Index = Zeilen)
k=1

Die erste Spalte mit jeweils einer 1 steht fur die Konstante bo. Die beiden weiteren fur
die Hauptfaktoren x; und x2 und die letzte Spalte errechnet sich aus dem Produkt der
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Spalte 2 und 3 (Wechselwirkung von x1 und x2).

el -1 -1 1lg

; 21 1 1 1
g 1 -1 -1 e 13
: v ;g1 1-1 1 0%

X=61 -1 1 -1 XT=¢ u
& . 4 &1 -1 1 1 ou
e X €1 -1 -1 1 o0
g1 0 0 Of

z.B. Zelle

=1 =1

x0 = (1)@ +@-@Q +@Q-@ + @O-@Q+ @@ =5

j=2 i=2

x2= (1)) + @@ +Q)-1) + DD+ (00 =4

gesamthaft ergibt sich:

& 0 0 Og

u
X':xTx:SO4C)Ol‘J
€@ 0 4 0Ol

© 0 0 4

und invertiert:

&5 0 0 Og
é 0
S0 14 0 oy
60 0 1/4 00
e u
80 0 0 14

und Uber den Zwischenschritt:

erhalt man das Ergebnis fur die gesuchten Koeffizienten:
Hdg
u
2
& 50
e. U
&5

b=(X"X)"X"y =

Die Gleichung vom Anfang lautet also:

¥£=6,4+15x% + 25X, + 05x, X,
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Grafische Darstellungen und weitere Kennwerte

Anstelle der reinen Modellgleichung ist das sogenannte Kurvendiagramm die beste
Darstellungsform der Ergebnisse. Im folgenden Beispiel geht es um die Beschleunigung
eines Schwingsystems mit den Einflussen von Steifigkeiten und Dampfungen.

In diesem Kurvendiagramm lassen sich sofort fir jede Einstellung die ZielgroR3en
ablesen (gestrichelten Linien). Je starker ein Einflussfaktor ist, desto steiler ist der Ver-
lauf. Als Effekt bezeichnet man innerhalb der Einstellungsgrenzen die Anderung der
ZielgroRe (Vertrauensbereich siehe spateres Kapitel Vertrauensbereich fur die Ziel-

groide).

Vertrauensbereich
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Grafische Darstellung der Wechselwirkung

Eine Wechselwirkung verursacht eine starkere Veranderung der ZielgroR3e, als die
Einflisse der einzelnen Faktoren in Summe. Wechselwirkungen haben physikalische

Ursachen:
> = Y
3] ! —
< 2 |
> o {
° T
N N .
Xy
Keine Wechselwirkung Wechselwirkung vorhanden
Steigungenverlaufen parallel Steigungen verlaufen unterschiedlich

Analog zum Kurvendiagramm lassen Wechselwirkung auch als Kurvenpaare
darstellen. Fur jeden Faktor mit einer Wechselwirkung gibt es 2 Kurvenpaare.
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(-) Verlauf DampfgStrAbei (+) Verlauf DampfgStrA bei
untere Einstellung von oberer Einstellung von
SteifigkStr ¢ SteifigkStrvyy
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Verlaufen die Steigungen der Kurvenpaare mehr und mehr unterschiedlich steil, umso
hoéher ist der Einfluss der Wechselwirkung. Der Hohenunterschied der Kurven ist
lediglich der Effekt des Faktors, der der Wechselwirkungspartner ist.

Kategoriale Faktoren

Ein sogenannter kategorialer Faktor wird nicht numerisch beschrieben, sondern durch
eine textliche Beschreibung, z.B. Farbe => blau, grun, rot, usw.

Gibt es allgemein die Auspragungen a, b, ¢ usw., so besitzt das Regressionsmodell
keinen Term fur a. a stellt die Grundstellung dar, von der aus variiert wird. Erst ab dem
zweiten Merkmal b werden Terme erzeugt. Der nicht bendétigte Koeffizient fur a ergibt
sich aus der Summe der negierten anderen Koeffizienten. Die Tabelle fiur den
allgemeinen Faktor F mit seinen Auspragungen a, b, ¢, d sieht folgendermaf3en aus:

FIb]| Flc]| Fd]
a| -1 -1 1
b 1 0 0
c 0 1 0
d 0 0 1

Aufgrund der entsprechenden Spalten fir einen kategorialen Faktor nehmen die zur
Verfigung stehenden Freiheitsgrade schnell ab, besonders wenn Wechselwirkungen
aller Einstellungen ermittelt werden mussen.

Residuen

Di e AG¢etienes Modells kann auch dargestellt
Rechenwerte (Funktionswerte) Uber die beobachteten Werte y, auftragt. Bezogen auf
die tabellarischen Daten bedeutet dies, dass man fir jede Zeile die Merkmale x in das
Modell eingibt und ¥ berechnet. Dabei wird dieser Rechenwert ¥ (Modellwert) von
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dem Wert der Beobachtung (Messwert) y. in der Tabelle mehr oder weniger abweichen.
Diese Abweichungen stellen die so genannten Residuen dar.

Modellwerte
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Je besser das Modell ist, desto ndher liegen die einzelnen Punkte auf der Mittellinie, die
unter 45° verlauft.

Fur diese Abweichungen kann man eine Haufigkeitsverteilung erstellen, um zu
beurteilen, ob die Residuen normalverteilt sind.
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Abweichungen von der Normalverteilung sind ein Indiz dafur, dass systematische Fehler
vorliegen, oder andere Stérgrof3en einen Einfluss haben. Ist wahrend der Messung z.B.
die Temperatur hoch gegangen oder wurden Veradnderungen am Messaufbau
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vorgenommen. Weiterhin sind Ausreil3er hier markant zu erkennen (weit auf3erhalb der
Geraden, statistische Bewertung siehe Grubbs-Test).

Korrelationskoeffizient

Wie bei der normalen Regression interessiert zunéchst der Korrelationskoeffizient R
oder das Bestimmtheitsmald B = R2 Je besser dieser an dem Wert 1 liegt, desto besser
wird das Merkmal y durch die Merkmale x beschrieben. Je kleiner B ist, desto mehr
streuen die Werte, oder es gibt gar keinen Zusammenhang zu y. B besagt, wie viel
Prozent der Streuung durch das Modell erklart werden kénnen.

v

n n

SSww=a (v - ¥f sgeg:é (B- Y sSw=a(y- %7

i=1 i=1

SSotal = SS&eg"‘ SSes

R2 — S&;eg :1_ SS&es

= 0O¢C R ¢1
SS’otal SSotal

Neben dem Bestimmtheitsmald R2findet man héaufig auch das adjustierte
Bestimmtheitsmal’ R%qj. Hierbei werden die entsprechenden Freiheitsgrade

mitberucksichtigt.
DF, M
&?dj =1- S&Qes/ Res — 1- SRes
S$otall DFTotaI MSTotaI

SS : Sum of Squares
MS : Varianz

DFreg : Freiheitsgrad der Regression Anzahl X-Variablen im Modell DFreg= z-1
(z= Anzahl Modellterme x1, X2, X3, X1-X2, X12 USW.)

DFres : Freiheitsgrad der Residuen DFres= n-z-1
(n = Anzahl Versuche)

DFotal : Freiheitsgrad Total DFtotai= n-1

Fur groRe Stichprobenumfange sind beide angenahert gleich. Je kleiner der
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Stichprobenumfang wird, desto groRRer ist die Abweichung. R2 Giberschéatzt bei kleiner
Anzahl von Freiheitsgraden den Anteil erklarter Streuung mitunter erheblich. Grol3e
Unterschiede zwischen R? und R?.gjdeuten auf unnétige Terme im Modell hin.
Vorhersagemalfl des Modells Q2

Die Vorhersagekraft eines Modells auf nicht gemessene Punkte beschreibt das Q*-MaR.
Die Berechnung erfolgt durch zeilenweises Weglassen von Messpunkten. Das
BestimmtheitsmaR R? steigt grundsatzlich bei Hinzunahme von Koeffizienten in das
Modell, denn diese kénnen sich dann immer besser an die Versuchspunkte anpassen
(SSesfallt). R? ist nicht geeignet, um zu erkennen, ob das Modell zum Over-Fit neigt, also
zu viel des Guten oder Schlechten modelliert. Hierfir ist das Q*-MaR definiert worden:

Q2 —1- a (Yi ) E)z
a (yi -y )2

-

mit E = Modellvorhersage fir Regressionsmodell bei dem der Messpunkt i nicht im Modell ist

Ein zu kleines Q2 bedeutet, dass sich das Modell bei neuen Versuchen andern wird. Q?
kann auch negativ werden, wenn der Zahler gréf3er ist als der Nenner

Hinweise:

R2 und Q2 sind klein
Die Anpassung des Modells ist schlecht. Dies kann mehrere Ursachen haben:

- Ausreil3er
- Falsche Versuchsreihenfolge (y und x passen nicht zusammen)
- Eine schlechte Wiederholbarkeit (wiederholte Versuche geben sehr

unterschiedliche Ergebnisse).

Abhilfe: Uberpriifen der Messwerte (plausibel?), eventuell die Versuche noch mal
durchfihren.
- Ein schlechter Versuchsplan, eventuell einen neuen Plan durchfuhren.

R2 grof3 und Q2 sehr niedrig

Das Modell bietet eine gute Beschreibung, ist aber instabil Y Tendenz zum Overfit. Es
werden zu viele Terme bzw. Wechselwirkungen berucksichtigt. Das Modell sollte
verkleinert werden, die Terme mit den kleinsten Effekte entfernen (dabei ist darauf zu
achten, dass keine signifikanten Wechselwirkungen geléscht werden)

- Es gibt dominierende Ausreil3er

- Eine Zielgrdél3e muss transformiert werden
- Es sollten weitere Indizien gesucht werden
Bemerkungen:

- Bei sehr knapp bemessenen linearen Planen (Screening) ist der Q2-Wert oft
schlechter als das Modell tatséchlich ist.

- Wenn viele Versuche wiederholt wurden, ist der Q2-Wert besser als das Modell
tatsachlich ist. In dem Fall soll der LoF anstatt des Q2-Wertes beachtet werden.
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Modellschwache Lack of Fit

Aus den Residuen lasst sich eine weitere Information ziehen. SSesist
zusammengesetzt aus:

SSes= SSor + Ssp.e.

SSor wird als Lack of Fit bezeichnet, mit Freiheitsgrad DFor=n-2z- DFpe -1
SSe. fur reinen Fehler (pure Error) aus Wiederholungen (Messfehler, Bedienfehler, etc.)

ro T r

e owa _ Y\ .

S§.=aa (yj’k - yj) mit Freiheitsgrad DF , = @ (rj - 1) r = Anzahl gleiche Datenzeilen
j=1 k=1 =1

Ist SSesund S$. bekannt, so lasst sich die Modellschwéache nach obiger Beziehung
aus

SSoF = SSes- S$.e

bestimmen. Der Quotient der entsprechenden Varianzen wird als Lack of Fit bezeichnet

MS_OF = SS.OF/DFLOF > F
MS, . SS,. /DF,, DF o, DFp ¢,g

und wird gegen einen kritischen F-Wert verglichen (g=Vertrauensbereich). Ist dieser
grolRer, so sind offensichtlich Modellterme zu wenig enthalten.
Streuungszerlegung gesamthaft

Insgesamt ergibt sich fur die Modelll-ANOVA des Regressionsmodells folgende
Streuungszerlegung:

S,

const

DF=1 -1

/R . 5
55,0 =3 Y (e -7))
J : =

‘ Modellschwiche |

DF =# —z - DF,,~ I
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Test des Korrelationskoeffizienten

Wie eingangs beschrieben wurde, ist das Regressionsergebnis um so besser, je néher
der Korrelationskoeffizient an 1 liegt. Die Frage ist, ab welchem Wert unter 1 die
Abweichung nur zuféllig oder schon signifikant ist. Hierzu stellt man die Nullhypothese
auf: Alle Regressionskoeffizienten sind 0, d.h. es besteht kein Zusammenhang
zwischen y und x usw. Als Testgrdl3e wird ein gewichteter F-Wert berechnet:

_R%(n- z- 1)

For=
1- R?)z

pr

mit n = Anzahl der Versuchsreihen und z = Anzahl Modellterme X1, X, X3, X1:X2, X1? USW.
Zur Bestimmung, wie signifikant das Ergebnis ist, wird die F-Verteilung mit den
Freiheitsgraden

fi=z und fo=n-z-1

angewendet. Entsprechend dem Signifikanzniveau, z.B. 5% oder 1%, ist das Regres-
sionsergebnis in Bezug auf den Korrelationskoeffizienten um so besser, je ndher der
Wert der F-Verteilung an 0 liegt und die Nullhypothese verworfen werden muss.

Test der Regressionskoeffizienten, der p-Value

Zur Bestimmung, wie signifikant ein Faktor ist, wird haufig der so genannte p-Value
genannt. Zunachst wird die Hypothese aufgestellt, dass der Koeffizient des betrachteten
Faktors aus der multiplen Regression b=0 ist. Der p-Value ist dann die
Wahrscheinlichkeit diese Hypothese irrtimlich abzulehnen. Die Wahrscheinlichkeit
bestimmt sich allgemein aus dem Verteilungswert der t-Verteilung mit:
t=2

So

b = Koeffizient aus multipler Regression
S = Streuung des Koeffizienten

und dem doppelten Wert der Studentverteilung von t mit dem Freiheitsgrad

f=n-z-1 (n= Anzahl Versuche, z = Anzahl Modellterme x1, X2, X3, X1-X2, X12 usw.). Der
doppelte Wert resultiert aus dem zweiseitigen Test. Mit j als Index fur den jeweiligen
Faktor schreibt man:

b;
t] = _°
Sj

Die Streuung des Regressionskoeffizienten wird bestimmt durch:
S =S X
wobei s die Standardabweichung des Gesamtmodells ist, die sich aus den

Summenquadraten der Abweichungen zwischen gemessenen Zielwerten zu den
Modellwerten berechnet:
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na z 82
agli-bo-axibg
i:1(; j=1 =~

s%=

n-z-1

mit bo = konstantes Glied des Modells.
X 6 lierechnet sich durch:

el x, Xp 0
e u
X" =(XTX)' mit x:é1 Xz Yay
e.. u
é y
el Xin - Xa0

Je groRer der t-Wert ist, desto kleine wird der p-Value. Unter der zu Grunde liegenden
Nullhypothese b; = 0 ist ein Signifikanzniveau festzulegen, das in der Regel bei 5% liegt.
D.h. liegt der p-Value unter 5%, so ist der betrachtete Faktor signifikant.

Standardabweichung fur das Gesamtmodell RMS

Der so genannte RMS-Error (Root mean squared error) stellt die Standardabweichung
fur das Gesamtmodell dar. Er berechnet sich tber:

RMS= | >Fe  mit ss.=3 (v - Ef
n-z-1 o1

Die relative Standardabweichung wird auf dem Mittelwert von Y bezogen:
RMS/Ym

und kann als weiteres Gutekriterium verwendet werden. Dieser Wert ist auch analog
zum Kehrwert des nicht quadrierten Signal-Rausch-Verhaltnisses von Taguchi zu sehen
(ohne den Vorfaktor 10 log)

Vertrauensbereich fiir den Regressionskoeffizienten

Der Vertrauensbereich bzw. das Konfidenzinterval fur den Regressionskoeffizienten
bestimmt sich mit der bereits oben eingeflihrten Streuung durch:

o 2\ "
bj S ><j,j tn-z-];l—g/Z

Vertrauensbereich fur die ZielgroRe

Fur bestimmte Werte der Faktoren (Einstellungen) kann Uber die Modellgleichung die
ZielgroRe Y berechnet werden (Prognose). Der entsprechende Wert hierfir hat wegen
der Streuung der Versuche und wegen der Vereinfachung des Modells gegenltber dem
wirklichen physikalischen Beziehungen einen Vertrauensbereich (Konfidenzinterval).
Dieser kann Uber die folgende Beziehung bestimmt werden:



B NI Multiple Regression

Y S XX X a0 g0 a1

840
mit X = (X"X)* (siehe oben) und x x = &0
fur die jeweiligen Faktoreinstellungen 2 8
und gfur das Konfidenzniveau, nor- % 0
malerweise 5%. Diese Form gilt unter der Chz~

Annahme, dass jeweils ein Parameter
verandert wird, die anderen jedoch auf Ihrem Niveau stehen bleiben (Prinzip wie bei
der Bestimmung der Effekte).

Normieren A
.. Xy Xm *a

Alle Datenwerte werden so 323;?' /* |
umgeformt, dass sie zwischen
-lund 1 Iiegen. Zentrierung

X = (X- )_() Xy=Xm Xo-Xm

015 (Xmax - Xmin) Skalierung
o
*%,= -1 w=1

Hierdurch bekommt man einen besseren

Uberblick lber die relativen EinflussgroRen untereinander. AuBerdem ist u.U. die
multiple Regression erst hiermit mdglich, wenn die Datenbereiche weit auseinander
liegen. Die Normierung sollte bei geplanten Versuchen verwendet werden.

Standardisieren

Bei der standardisierten Form werden die Datenwerte auf ihre Standardabweichung
bezogen und mittig gesetzt:

XS:(X- X)
S

Die Standardisierung sollte bei historischen Daten, bzw. nicht geplanten Versuchen
verwendet werden, da die Datenwerte beziglich ihrer GréRe ungleichmafiig
vorkommen kénnen (nicht orthogonal).

Bestimmung des minimalen und maximalen Y-Wertes

In der Regel méchte man wissen, wie diex-Wert e Aei ngestel |l td werden
Minimum oder das Maximum an Ergebnis zu erhalten. Fir rein lineare Faktoren lasst

sich einfach sagen, dass je nach Vorzeichen der jeweiligen Korrelationskoeffizienten

die x-Werte mdoglichst klein bzw. mdoglichst gro3 werden mussen. Da aber die
durchgefiihrte Regression streng genommen nur innerhalb des Bereiches der
vorkommenden Datenwerte gultig ist, soll gelten, dass jeweils der minimal
vorkommende x-Wert bzw. der maximale einzusetzen ist. Ist z.B. die Gleichung

y = 4,56*x - 1,67*%

ermittelt worden und es wird das maximale y gesucht, so ist fur x der hochst
vorkommende Wert und flr x2 der niedrigste einzusetzen. Gibt es quadratische Terme,
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so sind diese zusammen mit ihren linearen Termen abzuleiten und zu Null zu setzen.
Beispiel:

y =2,5"% + 1,8%X% + 5,4%%+ .....

Die Ableitung der Terme mit xa und die anschliel3ende Nullsetzung

25+1,82*%=0
x1= -2,5/3,6

ergibt: x; = -0,694 fur das Minimum, da das Vorzeichen fir den quadratischen Term
positiv ist. Das Maximum erhalt man entweder durch Einsetzen des kleinsten oder des
grofdten x-Wertes. Am besten ist, man stellt die Funktion y = 2,5*x; + 1,8*x12 grafisch
dar und erkennt fur den gultigen x:-Bereich den Verlauf der Kurve.

Transformation der Zielgré3e (Box-Cox-Transformation)

Evtl. lasst sich das Regressionsmodell besser bestimmen, wenn die Zielgrol3e transfor-
miert wird. Oft ist es z.B. notwendig, die Zielgrdl3e y zu logarithmieren, wenn es sich bei
Y um VerschleiBwerte handelt.

Mit der sogenannten Box-Cox-Transformation kann bestimmt werden, welche die
geeignete Transformation ist. Nacheinander wird die Zielgré3e mit durchlaufendem
Exponent | transformiert bzw. entsprechend folgender Beziehung umgeformt.

v = {/'1\?1" Y -1 wenn/ 0
Y In(Y) wenn/ =0

Fur den Wert | =0 wird per Definition In(Y) verwendet. Mit diesen neuen Y-Werten wird
jeweils die Regression durchgefuhrt und die Residuen ermittelt. In der Regel bildet man
hieraus noch den In, um kleinere Werte zu erhalten. Je kleiner die Residuen und somit
die Abweichungen vom Modell zu den Messdaten sind, desto besser ist die zu wahlende
Transformation (hier Or entsprechend | =0,5). Weitere Beschreibungen sind unter /2/
beschrieben.

1o N
N

115 N

;g-lz.o% \\
g-lz.sé \ /
= N
f AN
-13.0
; AN )
) -1 0 1 2

1Y Yy 1167 In(Y) % Y Y2
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Neben diesen einfachen Standardtransformationen sind beliebige komplexe Formeln
maoglich. Sind die Y-Werte negativ oder enthalten die 0, so ist die folgende Variante der
In-Transformation sinnvoll:

=a'ln(o'Y +c)
Dabei wird b @ind ¢ 60 angesetzt, dass im Argument keine Werte ¢ 0 auftreten kdnnen.

Soll das Regressionsmodell z.B. nur Werte zwischen 0 und 1 liefern, so kann die
Transformation:

Y'=aTanb'Y +c')

gewahlt werden. Fir die Ruckrechnung auf die Modellwerte ist die Umkehrfunktion

anzuwenden:
aY'o ,6
Y——g\rcTamea—o c'g
C =

Um grundsatzlich Werte zwischen 0 und 1 zu erhalten, ist bdé prund c= -0,5 zu wéhlen.
ad best i starktdie S-ornegeneigt ist. Weitere Transformationen sind:

Transformation Umkehrfunktion Beispielverl. f ¢r a6
0=0
1 1 bY+ o ~
Y'=a'e’" +c¢' y= ll ay'- 08 7
b' ¢ a = /
50 ’/
7
|
2 Y:a‘(l-eby)+c 1. a 1 o) 0 = =]
Y:—Ina—g 7
bl g (Y C)/al_ 06 /
v,
/
3 & b 3 1. 4 b .5 . Z
Y'=a'a- — Y==In -10 pd
? ¥ +19 ¢ d-vi/a < o /
0.4 /
0.2 /
V
4| Y'=aln(bY+c) 1488 @ o A=
Y= =32 ¢'0 /
b & o]
g - -4
5 Y'z=a'Sinb'Y +¢ s 5 | =
A ) Y——@ArcSwBe—a 8 c'g "
ca+ =
1:0 /
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:E%ArcSirgaY—- 18- c'(é
beed = 3

6| Y'=a(l+SinbY +c)

pa—

7 Y'=aTanb'VY +c' 2 ot xR
" ) Y:E'a@l\rcTarae—a .8- c'g
bg (;a— =
8 3 G 1
Y =Ing 3§ Y =

(;1- Y = 1+e
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Anwendung in Visual-XSel 14.0

www.crgraph.de

Verwenden Sie fur den Einstieg die Datenauswertung im Leitfaden,

Datenauswertung

—_
&

Lebensdauertests ; Weibull-Analysen e Fehlerbaum

ﬂ| pk
Mess-System-Analyse AR N Prozessfahigkeit Regelkarten

oder die lkone

Visual-XSel 14

Datei Bearbeiten Einflgen Statistk  StatTemplates Format  Optionen  Projekte  Hilfe

B CES G | E’aﬁg?i;i‘

”y“ Einflgen Diagramm  Weibull{ Auswertg.

oderden Men¢gpunkt StatistikEeé.

Visual-XSel 14

Datsi Bearbeiten Einfiigen [ Statistk | StatTemplstes Format Optionen  Projekte  Hilfe

Statistic Summary 4 o mm -
Bas B _ . Wt i) 2
Statistische Verteilungen = Fa =
h- = s oh Prozessdaten-Simulation * | DoE  Analyse Makro Zeichnen
Stichprobenrechner 4
5} DoE Versuchsplan ...
Modell-ANOVA ...
Korrelation 4
[ Datenauswerting P anaiyse Letfaden ..
Haufigkeitsgruppen ... Einfache Regression Uber Diagramm. ..
Clusteranalyse ... [ Multiple Regression manuel ... ]
Hauptkomponentenanalyse ...
P Ro i Multiple Regression volautomatisch ...
Weibull-Diagramm,/-Analysen ... ol =
Rmin Lebensdauertests mit Vorgabe ... Partial Least Square Daten) ..
Lebensdauertests WeiBayes ... Logistische Regr. (Zielgrofie diskret auf 2 Stufen) ...
Binomial Larson-Momogramm ... Neuronale Netze ...

Wiederholungen als Mittelwert und Stabw. auswerten ...
Modellwerte in Tabelle hinzufiigen
MNormierte Datentabelle

Modell ricksetzen

Die folgende Beschreibungen bezieht sich auf die Daten (Version 14.0) unter:

€ \Beipieldaten\Beispiel Radaufhangung_MulReg.vxt
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Es erscheint zunachst eine Auswahl was fur
eine Art der Zielgrolle vorliegt. Die
Standardeinstellung ist stetige Messgrofien.
Bei zahlbaren Ereignissen wird math. So
transformiert, dass das Ergebnis nur
zwi schen 0é1l l i egen-
dauerwerten mussen diese logarithmiert
werden und Partial-Least-Square kann mit
korrelierenden Daten umgehen, die nicht aus
einer DoE stammten. Die zuletzt genannte
Methode kann man auch spater auswahlen,
da die Korrelation erst noch zu prifen ist.

Ordnen Sie die in der Kopfzeile der Tabelle
vorkommenden Titel jeweils als Zielgréf3e
oder als Parameter zu.

Sowohl ZielgréRRe, als auch Parameter kon-
nen hier transformiert werden.
Wourde vorher die Zielgrol3e als Lebensdauer
angegeben, steht hier In(y).

Bei ungekannten math. Zusammenhangen
hilft spater als Entscheidung die Box-Cox
Analyse.

Unter dem Reiter Modell kann ausgewahlt
werden, ob ein rein lineares Modell, mit
Wechselwirkungen oder nichtlinearen Ver-
laufen zu verwenden ist (Quadratisch).
Fir den Fall, dass historische Daten vor-
liegen (ohne Versuchsplan) ist evtl. ein qua-
dratisches Modell ohne Wechselwirkungen
u.U. kritisch, da die Bestimmung bei
korrelierenden Daten problematisch ist.

Unter dem nachsten Reiter kann eine mdg-
liche kritische Korrelation erkannt werden.
Aus Erfahrungen hat sich gezeigt, dass es
ab r > 0,60 Probleme geben kann.

Zielgroie Stetige Daten
5] X
= % {+ Quantitativ - metrizch - (" Ein Parameter
Stetige Daten mit geniigend - cinfache Diagramm-Rearession
hoher Aufldsung - -
X X
= {* Mehrere Parameter
%gm " Diskrete z&hlzare Merkmale @%% lultile Regression oder PLS
5 uliiple: Regression oder Flo
E L] 2 oder mehr Merkmale
(" Zihlbare Ereignisse
Transformation mit ArcSin
v Weiter 7 Hife | (" Lebensdauer

Transformation mit

Multiple Regression

)

Daten l Modell] Kaorrel. ] FRegress. ] ANDVA] Box on] Dptima] Anordn. ] Grafiken] Einstellg. ]
Transformation
Tabellenseite: T - | > -
Datenspalten (Doppelkiick) Zielgrofe:
SteifigkStr Beschl
DampfgStr
Querlenker
Spurstange
Kolbenstange Unabhdngige Parameter: &
| SteifigkStr
BmpfgStr
Querlenker
Reset Spurstange
FKolbenstange
Daempferrchr
s .
Multiple Regression ﬁ

el 3} Karrel, ] Fegress. ] ANDVA] Box on] Dptima] Anordn. ] Grafiken] Einztellg. ]

Steifigkst Modell

eifigkStr )

DampfaStr [F] ¢ Linear

Querlenker @ ™ Wechselwirkungen
Spurstange

Kolbenstange | f+ Quadratisch mit WW I

Daempferrchr
SteifigkStr*DampfgStr
SteifigkStr*Querlenker

B " Quadratrisch ohne WW

A ¢ Kubisch mit W

r

XX O XKWswWw O XE O XKy O

Multiple Regression ﬁ
[raten ] Modell K.orrel, |F|egress. ] ANDVA] Box on] Dptima] Anordn. ] Grafiken] Eirstellg. ]

Mg 10.269 r=0,|60 =

DEmpfgStr : Querlenker 0.252 [ |
DampfgStr : Daempferrohr 0.203 [m]
Querlenker : Daempferrohr 0.156 (]
Querlenker : Eolbenstange 0.126 [n]
DampfgStr : Spurstange 0.085 1]
Kolbenstange : Daempferrohr 0.083 1]
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Das Ergebnis der multiplen Regression
erscheint zunéchst fir das volle Modell auf
dem néchsten Reiter. Darin sind zu Beginn
immer Modellterme, die nicht signifikant sind.
Klicken Sie auf einen beliebigen Term im
Modell, um weitere Informationen zu erhal-
ten.

-
<( p-¥alue
Irturnswahrecheinlichlkeit

wheitere Infoz [Hilfe-T aste)
Der Koeffizient beschreibt die Grilke des Einflusses im Modell

p

5

Multiple Regression

A

_L und der p-Value ist dig Irtumswahrscheinlichkeit fir diesen
Einflul}. Er solte kleiner 0.05 sein.
Der aktuelle p-Value=0 855 bedeutet, dass der Model-Term
.' nicht =ignifikant izt (Balken izt rot) und aus dem Modell
entnommen werden solte

o

Um nicht signifikante aus dem Modell zu ent-
fernen, kann die Tas
den. Danach erscheinen diese in grau und
kénnten manuell ins Modell zurlickgeholt
werden.

Ein wichtige Kenngrof3e zur Beurteilung des
Modells ist das BestimmtheitsmalR R2.
Fahren Sie mit der Maus Uber die beiden
Kennzahl um weiteres zu erfahren

Ab Version 14 gibt es optional die Ausgabe
des sogenannten VIF (Varianz-Inflations-
Faktor). Dieser ist eine Kennzahl inwieweit
die Modell-Terme mit den anderen Kkorre-
lieren. Je hoher dieser ist, desto kritischer ist
die Auswertung. Weitere Information zeigt
die Sprechblase, fur jeden Term, wenn man
in der Spalte VIF auf den jeweiligen Term
klickt. Ausfihrliche Informationen sind unter:

Varianzinflationsfaktor.pdf

zu finden.

Daten] Modell] Konel.l Regress. IANDVA] Box Cox] Dptima] Anordn.] Grafiken] Einstellg.]
Terme 2816 * MR (" PLS Koeffizient p-val Keine Tran +
Constant 2.013878 HS
SteifigkStr -1,1a6686 1] | —
DiampfgStr -0,83833 0 —
Querlenker -0,47435 1] -
Spurstange -0,24168 1] o]
Kolbenstange 0,794482 0 —=
Daempferrohr 0,160125 0 c ]
SteifigkStr*DEmpfgStr 0,60649 1] | ]
SteifigkStr*Querlenker -0,11382 0,008 :
St e T4 B E v # B m e _0_04£1 N e =
q — I =
'
+
&
'
P -
I +
it r D 233 ]
Spurstange*Kolbenstange -0,09208 : |
Spurstange*Daempferrohr 0,09476 0,038 : ]
ye*Daempferrohr 0,021674 0,607 L]
3 ——~
* & Klictishe fiir weitere Info
_ _ _ ugr| = 25
RE=0985_ DF=38 RMS=02012 | x| T8 = | I
RPagi = 0.979 RMS/Ym = 0,033
! [~ Formeln 3 lFM
N i =
Bes}lmmthmt_smal!- R2 - SSR“
Erklarungzanteil des Modells s
“Weitere Infoz [Hilfe-T aste] izl
Das Bestimmtheitsmal R* gibt an, zu welchem Anteil das
J Regressionsmodell die Werte der Zielgrofte erkldren kann.
Der vorhandene Wert von 0,935 besagt, dass nur 1,5%
.t unerkldrte Reststreuung vorliegt. Das Ergebnis der
Regression ist gut.
o

-

Partial Least Square

Daten] Modell] komel.  Regress. ]ANDW—‘«] Box EDH] Dptima] Anordn.] Grafiken] Einstellg.]
=|

Terme 14114 i MR ¥ PLS Koeff (FLS5C) =y VIP VIF

Constant 6,981447

Gew 0,3063916 0.83
Krfat[Dies] -0,5513% 0.393
Zwvl 0,4745%96 1.26
Hubr 0,426629 1.30
EW 0,28026 1.26
Lchse 0,31584 0.59

-
WIF
Y arianz Invlations Faktor

wieitere Infos [Hilfe-T aste)
Der VIF ist ein Mal fir Korrelation des Terms mit allen
_L anderen und beschreibt die sogenannte Muttikelinearitét.
(unter "Korrelation™ sieht man nur die paarweisen)

.‘v Der aktuelle VIF=57 4 bedeutet, dass der Term mit r=0,951
extrem mit anderen korreliert, Streuungen verfilschen die
Auswertung evil. stark Gibt es kritische Werte bei WW oder
x* =0 sind diese zuerst herauszunehmen.



http://www.versuchsmethoden.de/Varianzinflationsfaktor.pdf
http://www.versuchsmethoden.de/Varianzinflationsfaktor.pdf
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SetZt man den Haken unter Formelna SO T Beschl=5,013979—1,1€€8€*Steifigk5tr—0,83833*3:a'mpfg51:1:—0,4743.? -
kann man sich die Modellgleichung anzeigen | || [:Z:rierier zoiiesmarimimoecd Toasce doiognerangeno deoize
lassen. In der Formel fir normierte Werte | || |5z serees e e e -
muss man fur die Parameter Bereiche < Kook n Liste i weiiere Info
zwischen -1 .. +1 verwenden. Bei der RE=0985 DF=38  RMS=02012 < vl &/ | 1B
Variante 'mit O'rigin_alwer_ten kénnen die Riag = 0979 RUSVm=0033 = e BB) s | IE
urspriinglichen Einheiten eingesetzt werden. A

Unter der Taste Kopieren kann diese 1

Gleichung exportiert werden. Damit lassen
sich Vorhersagen auch ohne diese Software

machen.
Unter der ANOVA werden weitere wichtige [ muitipte Regression )
Ken?zahlen Zur Beurtellung des MOde”S ge- Daten] Modell] Korrel.] Fegress ox on] Dptima] Anordn.] Grafiken Einstellg.]
zeigt.

. . i . . | 55 DF Ms F p-value
Da es sich hier eigentlich um eine Modell- — P —
ANOVA handelt, werden die Streuungszer- Rg oo e sew 1 oo
legungen auf das Regressionsmodell be- Resisu isme 3 0osess
zogen.

g Pure Error ﬂ Keine Wiederholversuche!
Lack of Fit

Sehr ausfiuhrliche weitere Informationen 1 |
sind, wie auf jeder Rubrik-Seite, unter der M

. . | chliefen 4 Zuric eiter b “? Hife
Taste Hilfe zu finden. Ea == - E= ==
Die ZielgroRe kann mit mathematischen [ mutipte regression |

Grundfunktionen transformiert werden. Das
Ziel nach Box-Cox ist es hierdurch die
Residuen In(SS) in Hinblick auf die
Normalverteilung, so klein wie moglich zu 128 0887
halten. Dieser Zusammenhang wird durch
die griinen Punkte dargestellt.

Bei welcher Transformation das beste R2
entsteht, zeigen die roten Punkte.

Daten] Modell] Korrel.] Fegress. | ANDWA B

Dptima] Anordn. ] Grafiken] Einstell. ]

o 0

5]

Zu beachten ist, dass es mdglich ist, dass
beide optimalen Transformationen nicht die
selben sind.

Die jeweils gewiinschte Umsetzung kann
durch die Tasten unten erreicht werden. _\

-13,55

1YY= UY Ay e Ay ¥ e
A=-2 i=-1 i=-05 1i=0 =075 },=1¢ =3

¥ Babe Tn.ansformat.bn der Zielgrole Dbernehmen min In{SS)
@ ist die mit dem kiginsten Wert In{S5).
R= kann evtl. mit anderer Transf. bessar sein. Dbemehme bestes B2




B NI Multiple Regression

Unter Rubrik Optima kodnnen eine oder
mehrere Zielgrélen und deren Modell
optimiert werden. Jede einzelne ZielgréRe
kann minimiert, maximiert, oder auf einen
Vorgabewert gesetzt werden. Ist eine
bestimmte ZielgroRe wichtiger, als andere,
so kann diese einen hoherer Gewichtungs-

Multiple Regression

=)

Daten] Modell] Konel.] Regress. ] ANDVA] Box Cm{ Optima llﬁnordn.] Grafiken] Einstellg.]

Optimierung
Gewichtung: Werte | fix halten
™ Keine 1 - Steifi
-
+ Minimum ob. Gfenze:
" Maximum

" orgabewert:

—

faktor haben.
Zum Starten der optimalen Einstellungen, —
wahlen Sie Start. Bei mehreren Zielgréfzen
werden zunachst die Einzeloptima auf-
gelistet und das gemeinsame als Kompromis
einer sogenannten Wunschfunktion.

Damit diese Einstellung in den Grafiken
(Kurvenfunktion) dargestellt wird, muss die
Taste Ubernehmen gedriickt werden.

[~ Grenziinien in Kurvendiagramm v §0mimaler Bereich in Kurvendiagrammy

e e s e e W
Min Bacchl 2,152 330881 i) 20000 T200,7 50000 20000
| Bestimmte Parameter kon-
nen von der Optimierung
ausgenommen werden
4 [ 3

Start

| 9 dbernehmen |

?

@ Erg. in Tabelle

Unter Rubrik Anordnung lassen sich jeweils
3 quantitative Parameter als 3D-Grafik dar-
stellen.

Stammen die Daten nicht aus einem Ver-

Multiple Regression

Dalen] Modelll Kouel.] Regress. l ANUVAI Box Cox] Optima Grafikenl Einstellg.l

Parameteranordnung

|1 Querlenker - SteifigkStr - DampfgStr

=

suchsplan, so kann hier leicht beurteilt wer-
den, wo nachtragliche Versuche noch durch-
zufthren sind, namlich insbesondere an den
Ecken.

Alle denkbaren 3fach-Kombinationen kon- |
nen in der oberen Auswahl gewahlt werden.

Fur die grafische Ausgabe der Ergebnisse
empfehlen sich insbesondere die 3 fett ge-
kennzeichneten Diagramme.

Im sogeanntem Kurvendiagramm werden
alle im Modell befindlichen Parameter Uber
der Zielgrol3e dargestellt.

20000

15000

Querlenker

10000

S N .
R
EER.T

1000

DampfgStr -
SteifigkStr -

Multiple Regression
Daten | Modell | Konel. | Regress. | ANOV | Box Cox | Optima | Anordn.  Grafiken I Einstellg. |

Grafiken

Hauptiberschrift fur alle Diagr :

[~ Ergebnistabellen
B ¥ Kurvendiagramme *

b< <] I Wechselwirkungsdiagramme

||Ausw ertung dber Multiple Regression

.. iiber 1 Param.

SteifigkStr A
DampfgStr
Querlenker

Spurstange
[~ Modelgrafik Knlhanatanne i

I~ Effekte * .. Giber 2 Parameter =
[v Modell gegen Beobachtg. = V| * SteifigkStr / DampfaStr [Netz] N

* SteifigkStr / Querlenker
SteifigkStr / Spurstange
SteifigkStr / Kolbenstange
SteifigkStr / Daempferrohr
DampfgStr / Querlenker
DampfgStr / Spurstange

* DdmpfaStr / Kolbenstanae

[V Residuenverteilung **
[~ Residuen *

[ Resid. Gaultvertg.
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Kurvendiagramm

Die vertikalen roten Linien stellen die momentanen Einstellungen dar mit ihren Werten Uber dem
Diagramm. Die aktuellen Einstellungen kénnen mit der Maus verandert werden. Die waagrechte

rote Line zeigt das Modellergebnis mit dem konkreten Zahlenwert und seinem Vertrauensbe-
reich.

Beschl

3 Yt

LN B S B B B B I B S B B |

1000
2750
4500
30
5000
12500
20000
1500
5750
10000
50000
225000
400000
20000
210000
400000

SteifigkStr DéampfgStr Querlenker Spurstange Kolbenstange

Modell gegen Beobachtungen

Eine weitere wichtige Grafik ist Modell gegen Beobachtungen, wobei hier Ausreil3er
angezeigt werden, indem der jeweilige Punkt rot statt blau ist.

10 3
E O
E 46
9 4 & Q
E 2
8 - YT

o) ] 3 9

© E 16 [

o 7 4 75,

= E oo

(] E 33

8 63 a0p1 °

= E 28 b o]
f &5
5 3 e
= 1
4 = A
3 52
s:l\TrII\WIIIIllFIl'\rlIl'\rlIIlFlll|ll|l|lr|ll1FII\IFIIIIII
3 4 5 6 7 8 9 10

Beobachtungen

Je besser das Modell und das Bestimmtheitsmal3 ist, desto genauer liegen die Modellwert
an den Beobachtungen, bzw. an den Messwerten. Ideal wére somit, dass alle Punkte auf
der 45°-Linie liegen. Die Abweichungen jedes Punktes von dieser Linie nennt man die
Residuen. Aufgrund der Methode der kleinsten Fehlerquadrate, sollten die Residuen
entsprechend normalverteilt sein. Sie kdnnen in einem weiteren Diagramm dargestellt
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werden (Residuenverteilung bzw. Residuen. Gauss):

Residuenverteilung

Das Beispiel zeigt Abweichungen von der Normalverteilung der Residuen sowie rechts
einen Ausreil3er. Systematische Abweichungen bei ganzen Gruppen von Punkten deuten
auf weitere Einflussfaktoren hin, die nicht im Modell bertcksichtigt wurden.

Nachtraglich konnen weitere Diagramm hinzugefigt werden, in dem man vom
Hauptfenster die Ikone Auswertung erneut drickt.

Eine weitere wichtige Darstellung ist die der Wechselwirkungen:



