Poisson Regression
Auswertung zahlbarer Ereignisse
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Voraussetzung und verwandte Themen

Fur diese Beschreibungen sind Grundlagen der Statistik vorteilhaft. Weiterfihrende und
verwandte Themen sind:

www.crqraph.de/Literatur

www.versuchsmethoden.de/Poisson-Verteilung.pdf

www.versuchsmethoden.de/Multiple-Reqgression.pdf

www.versuchsmethoden.de/Diskrete-Reqression.pdf
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Einfuhrung

Mit der Poisson-Verteilung beschreibt man zahlbare Ereignisse, die in einem definierten
Zeitintervall auftreten. Dies kann z.B. die Anzahl von Fehlermeldungen innerhalb einer
Woche sein. Die Poisson-Regression wird im Zusammenhang mit dem sogenannten
verallgemeinerten linearen Regressionsmodell behandelt (Generalized Linear Model,
kurz GLM).

Ziel und Nutzen

Das Ziel ist es, ein Modell fur zahlbare Ereignisse auf Basis der Poisson-Verteilung zu
bestimmen, die hierfur gut geeignet ist.

Grundlagen

Die Poisson-Dichtfunktion (Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl Fehler y auftritt) ist defi-
niert als (siehe: www.versuchsmethoden.de/Poisson-Verteilung.pdf):

1Y

_ -2 v : Anzahl Ereignisse oder Fehler ganzzahlig
gx) = F e

A : Poisson- oder Fehlerrate

Bei der Poisson-Verteilung wurde die Anzahl Fehler als x definiert. Da jedoch x bei der
Regression schon fur den Einflussparameter steht, soll hier y verwendet werden. Wie
auch bei Lebensdauermodellen, 1asst sich hier der Zusammenhang fur die Poisson-
Rate am besten logarithmisch darstellen:

In(4) = b, + byxy + byxy + -+ byx, b : Koeffizienten des Modells

somit ist: x : Einflussparameter

ﬂ, = eb0+ b1x1+b2x2+“‘+ beZ

In der Annahme, dass die beobachteten Ereignisse y; Poisson-verteilt sind, gilt fur den
Erwartungswert E/y;] = 4. Jede Beobachtung muss voneinander unabhangig und zufallig
sein. Der beste Schatzer fur die Koeffizienten b ist gegeben, wenn das Produkt aller
Wahrscheinlichkeiten (Likelihood = 1) jeder i-ten Beobachtung ein Maximum ist. Hierfur

gilt:

L(b,, by, by, .. b,) Hliyi -2
o b1, by, b,) = et
1, Y2 yl'

i=1
Die Bestimmung der Koeffizienten kann nicht analytisch, wie bei der Multiplen Regres-

sion erfolgen, denn y steht sowohl im Exponenten, als auch im Nenner mit Fakultat.
Damit wird deutlich, dass sich das Ergebnis von der Methode der kleinsten Fehlerquad-
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rate unterscheiden muss. Allerdings sind die Unterschiede gering und die hiermit be-
stimmten Koeffizienten kdnnen als Startbedingung der iterativen Berechnung verwendet
werden. Am haufigsten wird fur diese iterative Berechnung das sogenannte Newton-
Raphson Verfahren genannt. Flr die Suche der maximalen Wahrscheinlichkeiten kann
auch die logarithmierte Form verwendet werden, was die sogenannte Log-Likelihood-
Funktion LL ergibt:

n
LL(b, by, by .. b,) = Z yiIn2; — 2; — In(y;!)

=1

Es werden die Koeffizienten gesucht, fur die die Summe der rechten Seite ein Maximum
ist, weshalb die Methode als Maximum-Likelihood-Estimation kurz MLE bekannt ist. Je
nach Abbruchkriterium, bzw. Anzahl gewahlter lterationsschritte, konnen leicht unter-
schiedliche Ergebnisse entstehen!

Die Streuung der Koeffizienten §» wird bestimmt durch:

spi = diag(y (X"W)™h)
mit der Gewichtung

Wi = Xj; ‘g, und g = exp(b, + byx;; + byxy; + )

Zur Bestimmung, ob die Koeffizienten signifikant sind ergibt sich der p-value durch
p-value = 2-VertlgNormal(-|z|)

mit

Der Parameter gilt als signifikant, wenn p-value < 0,05, siehe:
www.versuchsmethoden.de/Hypothesentests.pdf

Zur Beurteilung des Gesamtmodells wird die Summe der Abweichungsquadrate als so-
genannte Deviance berechnet. Die Modellstreuung ist:

n
y.
Dipy =2 Z)’i In (eﬁ) - (i — e*?) mit Xb =
im1 '

und die bei der nur die Konstante b, im Modell ist:

n
y.
Dipoy = 2 Z yiln (j) — (i —e”)
i=1

womit sich das Bestimmtheitsmal} ergibt mit:

Dy
Re= 1. -2
D(bo)
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Anstelle des adjustierten Bestimmtheitsmalles, wie bei der multiplen Regression, wird
hier ein korrigiertes R?;,- angegeben:

V4

R2k0r = R2 -
D (o)

Poisson-Regression mit Intercept

Wenn fur bestimmte Kombinationen der Einflussparameter keine Ereignisse auftreten,
gibt es das Problem, dass In(y;=0) nicht mdglich ist. Deshalb sollte ein Offset verwendet
werden, der hier Intercept genannt wird und der fir jede Beobachtung individuell festge-
legt werden kann. Zu empfehlen ist diesen Intercept nur fur den Fall von yi=0, z.B. auf
0,01 zu setzen.

Normiertes Modell

Wie auch bei der Multiplen Regression ist es auch hier zu empfehlen, dass die Einfluss
Parameter x normiert werden:

_ (x—x)

Xnorm ——

Xmax~Xmin

Hierdurch ist der Wertebereich zwischen -1 .. +1 und die Bestimmung des Modells wird
stabiler, die Signifikanzen werden eindeutiger. Im Gegensatz zu Visual-XSel verwenden
vielen Statistikprogramme als Standardeinstellung die Original-Wertebereiche, weshalb
sich die Koeffizienten unterscheiden und die Modelle evtl. verschieden sind.

Weitere Kennzahlen

Eine weitere sehr haufig genannte Kennzahl fur Likelihood-basierte Modelle und somit
auch fur die Poisson-Regression ist das nach dem Japaner Hirotsugu Akaike benannte
Akaike Information Criterion, kurz AIC:

AIC = =2LL+2(z+ 1)

Je kleiner AIC ist, desto besser, jedoch ist AIC alleine nicht interpretierbar, denn es gibt
keinen allgemeingultigen Grenzwert flr einen Bestwert. AIC dient somit eher fur Verglei-
che zwischen verschiedenen Modellen. Wie beim R? auch, liefern Modelle mit mehr Ter-
men, wie z.B. Wechselwirkungsterme, meist bessere Kennwerte, obwohl z zunimmt und
mit dem Faktor 2 eingeht. Diese Terme durfen aber nur im Modell bleiben, wenn sie
auch signifikant sind (siehe p-value).

Eine weitere Kennzahl ist das sogenannte Bayesian Information Criterion, kurz BIC (be-
nannt nach dem englischen Statistiker Thomas Bayes). Diese Kennzahl ist dem 4/C sehr
ahnlich und berucksichtigt zusatzlich die Anzahl der Beobachtungen x:

BIC = =2LL+ (z+ 1) In(n)

Ab n > 7 wird BIC grolder als AIC und straft komplexere Modelle starker ab. Der Einfluss
von n soll aber nicht so verstanden werden, dass maoglichst kleine Datensatze verwendet
werden sollten. Mehr Informationen sind ja fur die Modellbildung grundsatzlich von Vor-
teil.

Obwohl 4IC und BIC oft als wichtige Kennzahlen genannt werden, erscheint der prakti-
sche Nutzen wegen der genannten Nachteile begrenzt.



I BBl Poisson-Regression www.crgraph.de

Vertrauensintervalle

Fur die Vertrauensintervalle der Modell-Vorhersagen kann die y?-Verteilung verwendet
werden. Bei einem Ublichen Vertrauensbereich von 90% ist die Irrtumswahrscheinlich-
keit o = 10%. Der zweiseitige Vertrauensbereich fur die Anzahl (Fehler)-Ereignisse y ist:

1

= X& Sys<sx

2
1-52(y+1)

Beispiel Ausschuss in einem Herstellprozess

In einem Versuchsplan wurde der Ausschuss von Bauteilen in Abhangigkeit von Tem-

peratur, Druck, Zeit und Partikel-Korn-
Nr Temp[C] Druck[bar] Zeit[min] KorngroRe Ausschul®

grolRe im Material gezahilt. - 250 100 3 5 7

. .. 2 250 100 5 10 36

Das Modell erglbt folgende Koeffizienten 3 250 100 7 5 14

4 250 100 7 10 45

Koeffizient p-value g ggg Eg 2 13 ;Z

Constant -3, 79857 7 250 120 7 5 43

Temnp 0,008435 0,000 3 250 120 7 10 34

Druck 0,035221 0,000 9 300 100 5 5 26
Zeit 0,082689 0,015

% 58 0 129531 0 000 10 300 100 5 10 59

ROrngrobe rLed r 1 300 100 7 : 34

12 300 100 7 10 69

. B B 13 300 120 5 5 62

R*=0.926 DF=11 AIC =119.3 14 300 120 5 10 99

R*kor = 0.910 BIC =123.1 15 300 120 7 5 71

16 300 120 7 10 109

Alle Parameter sind signifikant (p-value < 0,05).

Das folgende Kurvendiagramm zeigt die Zusammenhange als stetige Funktion, deren
Ergebnisse auf- oder abzurunden sind.
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Die Vertrauensbereiche sind relativ stark unsymmetrisch, siehe Kapitel Vertrauensinter-
valle.
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Eine interessante Frage ist, wie sich das Modell verandert, wenn man den Beobach-
tungszeitraum vergrofRert. Fur eine Verdoppelung der Beobachtungszeit soll fur diese
Fragestellung angenommen werden, dass sich der Ausschuss ebenfalls jeweils verdop-
pelt (in der Realitat wirde das durch Schwankungen nicht exakt zutreffen). Das Ergebnis
ist fur den doppelten Ausschuss:

Koeffizient p-wvalue
Constant -3.,103423
Temp 0,008435 0,000
Druck 0,035221 0,000
Zeit 0,08269 0,001
Forngrobe 0,129532 0,000

Es verandert sich offensichtlich nur die Konstante, die weiteren Modell-Koeffizienten und
deren p-values bleiben gleich. Aussagen Uber die Zusammenhange sind also theoretisch
unabhangig vom Beobachtungszeitraum. Ist dieser jedoch zu klein, kann eine groliere
Zahl mit 0-Ereignissen vorkommen, was von gro3em Nachteil ist. Der Beobachtungs-
zeitraum ist deshalb so zu wahlen, dass auch ,gentgend” Ereignisse zu erwarten sind.

Hinweis: Fur dieses Beispiel wurden die Parameterskalierung nicht normiert, was nor-
malerweise nicht zu empfehlen ist, insbesondere bei Modellen mit Wechselwirkungen
und weiteren hoherwertigen Termen. Die Koeffizienten unterscheiden sich zwischen Ori-
ginalwerten (normal) und normierte Skalierung.
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Literatur - Weiterfiuhrende Beschreibungen

Ausfuhrliche softwareunabhangige Beschreibungen zum Thema DoE und der dazuge-
horigen Auswertungen gibt es im

Taschenbuch der statistischen Qualitats-
und Zuverlassigkeitsmethoden

Definitive Screening Designs DSD @
Sogenannte Definitive Screening Designs sind A
sehr neu von Jones und Nachtsheim entwickelte
Versuchsplane mit sehr geringem Versuchsum-
fang.

Sie ermoglichen die Auswertung von quadrati-
schen Modellen und basieren deshalb auf 3 Stu-
fen. Zwischen den Hauptfaktoren untereinander
und den quadratischen Termen gibt es keine
Vermengung (orthogonal). Die Wechselwirkun-
gen sind nicht zu 100% vermengt.

Nr
1

>
w
[}
o

In der generischen
Erzeugung dieser Versuchsplane

(iterativ mit Hilfe der Determinante) ergibt sich regular die
Anzahl Versuche mit n = 2*p+2. Manche Plane, z.B. fir p=5
sind dann allerdings teilweise zwischen den Hauptfaktoren
vermengt. Hier missen bis zu 3 Versuchszeilen erganzt
werden. Der Gesamtumfang ergibt sich somit zu:

tHH i e R
A

i Weitere Informationen und

Alle Faktoren miissen durchgehend auf 3 Stufen sein und LeseprOben .
es lassen sich keine kategorialen Faktoren darstellen.

Nachteilig ist auch, dass keine Auswertung aller moglichen crgraph.de/Literatur
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Consulting & Schulungen

['o

Bei unseren Inhouse- oder Online-Schulungen wird die pra-
xisnahe Anwendung von statistischen Methoden vermittelt.
Wir haben Uber 25 Jahre Erfahrung, insbesondere in der
Automobilindustrie und unterstiitzen Sie bei Ihren Problem-
stellungen, fihren Auswertungen fur Sie durch, oder erstel-
len firmenspezifische Auswertevorlagen.

Weitere Informationen finden Sie unter:
crgraph.de/schulungen

Sie haben ein konkretes Qualitatsproblem, oder wollen ein Produkt effizient und zuver-
l&ssig entwickeln? Sie wollen keine Statistik-Software anschaffen, weil diese voraus-
sichtlich zu selten gebraucht wird, oder weil zu wenig Zeit zur Einarbeitung vorhanden
ist? Dann sind unsere Q-Support Pakete genau das Richtige:

crgraph.de/consulting

Hotline

Haben Sie noch Fragen, oder Anregungen? Wir stehen Ihnen gerne zur Verfigung:
Tel. +49 (0)8151-9193638

E-Mail: info@crgraph.de

Besuchen Sie uns auf unserer Home-Page: www.crgraph.de
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Anwendung in Visual-XSel

www.crgraph.de

Unsere Software Visual-XSel ist ein leistungsfahiges Tool fir alle wichtigen statisti-
schen Qualitats- und Zuverlassigkeitsmethoden. Verwenden Sie fur den Einstieg die
Datenanalyse im Leitfaden (siehe auch crgraph.de/themen-index), oder die lkone
Auswertung.

T8 visual-XSel 20 - O X
Datei Bearbeiten Einfigen Daten Berechnen Statistik  Optionen  Hilfe

& EH S| b Z| = o omes,  BEG Tix), T
=== - @ | B 5 owe | \E B | O

‘:3 6 ”\:’ Einfugen | Diagramme Auswertg) Dok Analyse Six Sigma Tonls: Makro Zeichnen % ?
Prajekt

F = ——
= 2 S
X=2T6.0 mm V=557 mm Seite 1 B &8 g -——OP——r 0%

Hier finden Sie eine Ubersicht und Einstiegsvideos:
crgraph.de/visual-xsel-software/

I3 Youtube ein Video:

Nicht umsonst ist diese Software in vielen namhaften Firmen im Einsatz:
crgraph.de/Referenzen.

Die folgende Beschreibung ist eine Anleitung und Einflhrung in die Erstellung der
Poisson-Regression in Visual-XSel.

8 © 2025 CRGRAPH
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Diagramme Weibull Ausweng Analyse Six Sigma

A
b (e
o | B LAY
ANOWE Diskret Hypothezen Fahigkeit Shainin

Regresszion
\

é Analyse Leitfaden ... L

[ Einfache Regression idber Diagramm...

i Multiple Regression manuell ..

Multiple Regression vellautomatisch r

PLE Partial Least Square [ korrelierende Daten | ...
grole diskret auf 2 Stufen ) ...

Poisson Regression (ZielgrdBe zihlbare Ereignisse] ...

Logistische Regression [ Ziel

Meuronale Metze ...

E- Alle Datenzeilen wieder zuriick ins Modell
Wiederholg. untereinander als Mittelw. und Stabw. auswerten

Wiederholungen nebeneinander untereinander ancrdnen

Modellwerte in Tabelle hinzufigen
Mormierte Datentabelle -1..+1

ﬁ Muodell ricksetzen

Die weiteren Schritte entsprechen der gleichen Vorgehensweise, wie in der Programm-
beschreibung www.versuchsmethoden.de/Multiple-Regression.pdf
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